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Abstract
It is shown that the non-abelian vectorial model, proposed by
C.R.Hagen is obtained using the self-interaction mechanism. The
equivalence between this model and the non-abelian topologically mas-
sive one is studied showing that the existing equivalence in the abelian
models is not sustained.
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Se muestra que el modelo masivo vectorial no-abeliano, propuesto por
C.R.Hagen, se obtiene usando el mecanismo de autointeraccio´n. Se estudia
la equivalencia de este modelo con el modelo topolo´gico masivo no-abeliano
y se obtiene que la equivalencia existente a nivel abeliano no se mantiene.
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La teor´ıa de campos en 2+1 dimensiones constituye un excelente escenario
para el entendimiento y estudio de teor´ıas f´ısicas en dimensio´n 3+1. E´sto
por su sencillez y adema´s por haber provisto nuevas ideas al estudio de la
f´ısica en 3+1 dimensiones. Es as´ı como los modelos en 2+1 dimensiones han
estado motivados por sus posibles aplicaciones en el efecto Hall fraccionario,
la superconductividad a altas temperaturas y los procesos en presencia de
cuerdas co´smicas.
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La estructura de las teor´ıas no-abelianas puede obtenerse f´ısicamente bajo
el requerimiento de que se acople consistentemente a fuentes dina´micas sigu-
iendo el mecanismo de autointeraccio´n. Para esto comenzamos con una
teor´ıa vectorial o tensorial la cual posee alguna invarancia de calibre que
asegure la no propagacio´n de los campos asociados a los spines menores al
que se quiere describir. La identidad de Biachi asociada a esta invariancia
requiere que las fuentes del campo sean conservadas. E´sta conservacio´n se
pierde al acoplar dina´micamente al campo, a menos que este´ autoacoplado.
El auto acoplamineto requerido es determinado a partir de la corriente de
No¨ether asociada con la invariancia global interna presente en estos mode-
los. Aplicando este mecanismo se obtiene de forma natural la acciones de
Yang-Mills, de Einstein y de supeergravedad[1, 2], as´ı como las acciones de
la teor´ıa topolo´gica masiva no-abeliana[3], la de Chapline-Manton[4], la de
Freedman-Townsend[5] y la del modelo masivo autodual no-abeliano en 2+1
dimensiones[6], entre otros.
En este trabajo mostraremos como el modelo de Hagen para una part´ıcula
de spin 1 masivo en 2+1 dimensiones[7] esta´ conectado con su versio´n no-
abeliana[8] usando el mecanismo de autointeraccio´n antes expuesto. El mod-
elo a considerar es equivalente a los modelos autodual y topolo´gico masivo a
nivel abeliano[9]. Sin ambargo, resulta ser no equivalente a nivel no-abeliano
dado que los te´rminos de autointeraccio´n proporcionanan correcciones adi-
cionales en el analisis cua´ntico perturbativo[8].
En 2+1 dimensiones existen distintas descripciones para una part´ıcula
masiva con spin 1. El modelo mas sencillo es el modelo autodual[10] descrito
por la accio´n
SAD = −
m
2
∫
d3x
(
εµνλaµ∂νaλ +maµa
µ
)
, (1)
donde ε012 = 1 y ηµν = (− + +). E´ste modelo no posee invariancias lo-
cales y puede mostrarse que constituye una versio´n del modelo topolo´gico
masivo luego de fijar convenientemente el calibre[11, 12, 13, 14]. El modelo
topolo´gico masivo viene descrito por la accio´n[15]
STM = −
1
2
∫
d3x
(
1
2
FµνF
µν −mεµνλaµ∂νaλ
)
, (2)
con Fµν = ∂µaν − ∂νaµ, donde el primer te´rmino corresponde al conocido
te´rmino de Maxwell y el segundo se conoce como el te´rmino de Chern-Simons
vectorial. Las ecuaciones de movimiento de este modelo poseen la misma
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invariancia que la electrodina´mica usual. Este hecho resulta interesante pues
presenta el ejemplo de una teor´ıa masiva que posee invariancia de calibre. Tal
como apuntamos anteriormente los modelos autodual y topolo´gico masivo
estan conectados por una fijacio´n de calibre. Sin embargo, puede verse que
los espacios de soluciones difieren en soluciones de cara´cter topolo´gico y que
estan conectados por una transformacio´n de dualidad[16, 17, 18, 19, 20, 21].
Otra descripcio´n para una part´ıcula masiva con spin 1 la proporciona la
accio´n propuesta por C.R.Hagen[7]
SH =
1
2
∫
d3x
(
−fµfµ + 2ε
µνλfµ∂νaλ +mε
µνλaµ∂νaλ +
λ
m
εµνλfµ∂νfλ
)
. (3)
Esta accio´n se convierte en la de la topolo´gima masiva, a primer orden,
si tomamos λ = 0. Adema´s puede mostrarse que cuando λ = 1 no tiene
dina´mica local. La masa de las excitaciones es |m/(1− λ)|. Para ver esto y
su equivalencia con los modelos autodual y topolo´gico masivo analicemos las
ecuaciones de movimiento de (3)
− fµ + εµνλ∂ν(aλ +
λ
m
fλ) = 0, (4)
εµνλ∂ν(fλ +maλ) = 0. (5)
En este sistema es claro que si λ = 0 el sitema se transforma en el de la
teor´ıa topolo´gica masiva. Por otro lado en la segunda de estas ecuaciones
observamos que localmente fλ +maλ = ∂λρ, si fijamos calibre de tal forma
que fλ+maλ = 0 y vamos a la primera ecuacio´n el sistema corresponder´ıa al
de la teor´ıa autodual con masa m/(1− λ). Si λ = 1 el sistema so´lo describe
estados globales que corresponden a Fµν = 0.
Para completar de analizar la cinema´tica de SH pasamos a obtener la
accio´n reducida. Para esto tomamos
Φ0 = Φ , Φi = εij∂jΦ
T + ∂iaΦ
L, (6)
donde Φµ ≡ (aµ, fµ), i, j = 1, 2 y ε12 = 1. Al sustituir esta descomposicio´n
en SH observaremos que a y f son multiplicadores de Lagrange asociados a
los v´ınculos fT = maT y f = (1− λ)∆aT . Teniendo esto en cuenta llegamos
a
SH =
1
2
∫
d3x
(
(1− λ)a˙T (−∆)fL + fL(−∆)fL
−(1 − λ)2(−∆)aT (−∆)aT −m2aT (−∆)aT
)
, (7)
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con ∆ = ∂i∂i. A este nivel notamos que si λ = 1 no hay propagacio´n
alguna de los campos, adema´s si sustituimos (1 − λ)aT → aT y m
(1−λ)
→ m
la accio´n corresponder´ıa a la que hubie´semos obtenido si partieramos de la
accio´n topolo´gica masiva.
Si sustituimos Q = (1− λ)(−∆)1/2aT , Π = (−∆)1/2fL en (7) llegamos a
la accio´n reducida
SredH =
∫
d3x
[
[ΠQ˙−
1
2
ΠΠ−
1
2
Q
(
−∆+ (
m
(1− λ)
)2
)
Q
]
, (8)
donde queda claro que la teor´ıa describe una excitacio´n de masa |m/(1− λ)|
con energ´ıa definida positiva.
Pasamos ahora a aplicar el mecanismo de autointeraccio´n a partir de SH
en (3)[1, 2]. La conexio´n con el modelo topolo´gico masivo se obtiene tomando
λ = 0. Partimos con un conjunto de campos aaµ y f
a
µ , con a = 1, 2, 3, pensando
en una invariancia bajo rotaciones r´ıgidas (a la SU(2)). Este proceder permite
adoptar una notacio´n vectorial que resultara´ mas simple. La generalizacio´n a
otro tipo de grupos de invariancia se realizar´ıa de manera ana´loga. La accio´n
de partida es
S0 =
1
2
∫
d3x
(
−~fµ · ~fµ+2ε
µνλ ~fµ ·∂ν~aλ+mε
µνλ~aµ ·∂ν~aλ+
λ
m
εµνλ ~fµ ·∂ν ~fλ
)
, (9)
la cual es invariante bajo los cambios globales
~Φµ → ~Φµ + ~ω × ~Φµ, (10)
y sus ecuaciones de movimiento poseen la invariancia de calibre
δ~aµ = ∂µ~Λ(x) , δ ~f
µ = 0. (11)
La corriente de No¨ether asociada a la inavariancia global es
~jµ = εµνλ
[
(~fν +
m
2
~aν)× ~aλ +
λ
2m
~fν × ~fλ
]
, (12)
la cual se conserva si usamos las ecuaciones de movimiento que surgen de
(9).
Ahora sumamos a S0 un te´rmino de autointeraccio´n de forma tal que al
hacer variaciones en e´ste respecto a ~aµ se reobtenga ~j
µ. Este te´rmino de
autointeraccio´n es
Sint = −
g
2
∫
d3x
[
εµνλ
(
~aµ · (~fν +
m
3
~aν)×~aλ +
λ
m
~aµ · ~fν × ~fλ
)
+F [fµ]
]
, (13)
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donde g es un para´metro de acoplamiento con unidades L−1/2 y adema´s hemos
indicado la posibilidad de adicionar te´rminos que dependan solamente de las
fs, ya que lo que requerimos es que δSint/δ~aµ = ~j
µ. Un te´rmino posible,
no cuadra´tico, covariante, invariante de calibre y bajo (10) ser´ıa de la forma
∼ εµνλ ~fµ · ~fν × ~fλ. As´ı la accio´n que resulta de sumar a S0 el te´rmino de
autointeraccio´n, con el te´rmino de las fs propuesto, tendra´ la forma
S =
1
2
∫
d3x
[
−~fµ · ~fµ + ε
µνλ ~fµ · (∂ν~aλ − ∂λ~aν − g~aν × ~aλ)
+mεµνλ(~aµ∂ν~aλ −
g
3
~aµ · ~aν × ~aλ)
+
λ
m
εµνλ ~fµ · (∂ν ~fλ − g~aν × ~fλ)−
gκ
3m2
εµνλ ~fµ · ~fν × ~fλ
]
, (14)
donde κ es un constante adimensionada. En (14) los tres primeros te´rminos
corresponden a la accio´n topolo´gica masiva no-abeliana. Los dos u´ltimos
te´rminos corresponder´ıan a la contribucio´n adicional en la teor´ıa de Hagen
no-abeliana tal como la propuso en la referencia[8] . Para establecer conexio´n
con la formulacio´n usual de teor´ıas no-abelianas, pensamos en generadores
T a antihermı´ticos que satisfacen trT aT b = −1
2
δab, los cuales actu´an en la
representacio´n adjunta del grupo. Para estos [T a, T b] = fabcT c, donde fabc
son las constantes de estructura del grupo (es el caso de SU(2) e´stas son εabc))
y los campos los representamos matricialmente como Φµ = gT
aΦaµ. Con esta
notacio´n (14) se escribe de forma compacta como
SnaH =
1
g2
∫
d3x tr
[
fµfµ − ε
µνλfµFνλ(a)−mε
µνλ(aµ∂νaλ −
2
3
aµaνaλ)
−
λ
m
εµνλfµDνfλ +
2κ
3m2
εµνλfµfνfλ
]
, (15)
donde Fνλ(a) = ∂νaλ− ∂λaν − [aν , aλ] y Dνfλ = ∂νfλ− [aν , fλ] es la derivada
covariante de fλ bajo las transformaciones de calibre
δaµ = Dµω(x) , δf
µ = [ω(x), fµ], (16)
con ω(x) = gT aωa(x), las cuales dejan invariantes las ecuaciones de movimiento
de (15). Estas u´ltimas, en caso de existir algu´n acoplamiento externo, resul-
tan ser
fµ − ⋆fµ(a)−
λ
m
εµνλDνfλ +
κ
2m2
εµνλ[fν , fλ] = 0,
m⋆fµ(a) + εµνλDνfλ −
λ
2m
εµνλ[fν , fλ] = J
µ
ext, (17)
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donde ⋆fµ(a) = 1
2
εµνλFνλ(a). Las ecuaciones de movimiento de la teor´ıa
topolo´gica masiva corresponden al caso λ = κ = 0. Es importante resaltar
que Jµext, sobre las ecuaciones de movimiento, satisface DµJ
µ
ext = 0. Veamos
DµJ
µ
ext = ε
µνλ
(
DµDνfλ −
λ
m
[Dµfν , fλ]
)
=
[
−⋆fλ(a)−
λ
m
εµνλDµfν , fλ
]
= 0,
donde hemos usado la identidad [Dµ,Dν ]fλ = −[Fµν(a), fλ], la primera de
las ecuaciones de (17) y las identidades de Jacobi para los conmutadores.
Si pensaramos en algun tipo de acoplamiento con los fs la correspondiente
fuente externa no se conserva. Sin embargo el papel de fµ es mas como un
campo auxiliar.
Manipulando convenientemente las ecuaciones de movimiento, cuando no
hay fuentes externas, se llega al sistema (λ 6= 1)
εµνλDνfλ +
m
(1− λ)
fµ +
(κ− λ)
2m(1− λ)
εµνλ[fν , fλ] = 0,
fµ − (1− λ)⋆fµ(a) +
(κ− λ2)
2m2
εµνλ[fν , fλ] = 0. (18)
En el caso que κ = λ2 tendremos que fµ = (1− λ)⋆fµ(a), lo que nos lleva a
la ecuacio´n de segundo orden para aµ
εµνλDν
⋆fλ(a) +m
⋆fµ(a) =
λ
2m
εµνλ[⋆fν(a),
⋆fλ(a)], (19)
donde m = m/(1− λ).
En (19) se muestra la contribucio´n adicional al caso de la topolo´gica
masiva (que corresponde a λ = 0) y queda expresa la diferencia entre los
dos modelos. Una ecuacio´n igual a esta se obtiene en el modelo no-abeliano
autodual el cual fue´ formulado indepoendientemente por McKeon[22] y por
Arias, et. al.[23].
Para el caso λ = 1, al igual que en el caso abeliano, implica que ⋆fµ(a) =
fµ = 0. El caracter masivo de las excitaciones se hace expl´ıcito si tomamos
otra derivada covariante sobre el dual de (19), lo que nos lleva a
(
−DνDν +m
2
)
⋆fµ(a) =
(λ− 2)
2
εµνλ[⋆fν(a),
⋆fλ(a)] +
λ
m
[Dν
⋆fµ(a), ⋆f ν(a)],
(20)
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corroborando que la masa de las excitaciones es |m/(1− λ)| como en el caso
abeliano.
Hemos, entonces mostrado como se conectan los modelos vectoriales prop-
uestos por Hagen por la v´ıa del mecanismo de autointeraccio´n. Tambien
quedo´ explicita la no equivalencia entre los modelos no-abelianos de Hagen y
de la teor´ıa topolo´gica masiva para un caso particular. En el caso que λ = 1
(κ = 1) la teor´ıa de Hagen so´lo describe estados globales (Fµν(a) = 0) los
cuales son sensibles a la topolog´ıa del espacio base.
Este trabajo esta´ enmarcado dentro del Proyecto de Grupo G-2001000712
del FONACIT.
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